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Einleitung. 
Bestrahlt man einen kolloiden Stoff mit einem rein ausgeblendeten 

Biindel yon R6ntgenstrahlen, so tritt  eine diffuse Abbeugung des Prim/~r- 
strahles unter kleinen Winkelu auf. Diese Beobachtung wurde an Fasern 
und kolloiden Pulvern in mehreren Laboratorien in den Jahren 1930 
his 1934 gemaeht 2 und auch qualitativ riehtig als ein mit dem kolloiden 
Aufbau dieser Objekte zusammenh~ngender Effekt gedeutet. Das 
quantitative Studium isg einerseits v.on Guinier, 3 anderseits-vom Ver- 
fasser 4 begonnen worden, und zwar in verschiedener Weise. Guinier 
beLrachtete die Streuung am Einzelteilehen, w~hrend wit, in Zusammen- 
hang mit quantitativen Messungen an Zelhflosefasern, yon der Xhnlieh- 

1 Die vorliegende lYn~ersuchung wurde in den Jahren I942 his 1944 am 
Kaiser-Wilhelm-Institug fiir physikalisehe Chemie nnd Elektroehemie sowie 
am Physikaliseh-chemischen Institug der Teehnisehen Hoehschule Prag 
durchgeffihrt mud sehon 1944 bei der Zeitschrif~ fiir Elekgroehemie zum 
Druek eingereieht. Die Arbeit lag zu Kriegsende in Form yon Fahnen vor, 
konnte aber nicht mehr erseheinen. 

H. Mark, Physik und Chemic der Zellulose, S. I39. Berlha: Springer- 
Verlag, 1932. P. Krishnamurti, Indian J. Physics Proe. Indian Assoc. Cnltivat. 
Sei..5, 473 (1930). B. E. Warren, J. chem. Physics 2, 551 (1934). Physic. Rev. 
49, 885 (1936). S. B. Hendricks, Z. KristMlogr., Mineral., Petrogr. Abt. A 83, 
503 (1932). 

3A.  Guinier, Theses, Serie A, Nr. 1854 (1939), Nr. d'C)rdre 2721; C. R '. 
Acad. Sci. Paris 204, 1115 (1937). 

40.  Kratlcy, Naturwiss. 26, 94 (1938); 30, 542 (1942). 
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keit des Objektes mit  einer aus sehr ungleich dimensionierten und sehr 
gr0Ben Teilchen aufgebauten Flfissigkeit ausgingen, also den EinfluB. 
der Anordnung auf den Interferenzeffekt betonten. Hosemann 5 entwickelte 
die Ans~tze yon Guinier in best immter  Richtung wei~er und wandte sie 
auf Expe r imen te  an, die er ebenfMls an Zellulosefasern durchgefiihrt 
hatte.  Die groBe Diskrepanz seiner Werte gegenfiber unseren Ergebnissen 
und den mit  letzteren iibereinstimmenden Linienbreitenmessungen yon 
Hengstenberg und Marlc 6 fiihrte er auf eine Unzuls unserer 
Theorie, bzw. auf em ~iehtzu~reffen der ffir die Anwendung der Linien- 
breitenmethode notwendigen Voraussetzungen zuriick. Wir ver~raten 7 
und vertreten demgegeniiber den Standpunkt ,  dal~ im Gegenteil auf 
die yon Hosemann unbersuchten Zellulosefasern seine aus Guiniers Ge- 
dankeng/~ngen hervorgegangenen Beziehungen nicht anwendbar seien 
und stellten darm eine Zweiteflung der kolloiden Systeme in den Vorder- 
grund, welche die Zust/~ndigkeitsbezirke einerseits der Guinier-Hosemann- 
sehen, anderseits unserer Betlachtungsweise klar abgrenzt, s Wir nnter- 
seheiden n/~mlich dichtgepackte und verdfinnte kolloide Systeme. Bei 
den ersteren sind die Zwischenr/~ume der kolloiden Teilchen klein im 
Yergleieh mit  den kolloiden Teilchen selbst, bei den lebzteren liegen 
umgekehrte Verh~ltnisse vor. Unsere Ans/~tze sind nun auf die dicht- 
gepaekten Systeme, zu denen z. B. die erw/~hnten Zellulosefasern gehiSren, 
anzuwenden, die Guinier-Hosemannschen abet auf die verdfinnten Systeme. 

I n  der Folge haben wir nun experimentelle Untersuchungen auch an 
Systemen yon der letzteren Art  durchgeffihrt s u n d  waren besonders 
um die Entwieklung yon  5r bemfiht, ans den Messungen n icht  
nur die TeilchengrSlte, sondern auch die Teilchenform zu ermitteln. 
Zwar hatte bereits Guinier den EinfluB einer ellipsoidischen Form disku- 
tiert, aber der yon ihm eingeschlagene Weg ist wohl nieht leicht anf be- 
llebige Formen verMlgemeinbar. Die Hosemannschen Reehnungen - -  
deren Zust/~ndigkei%sgebiet ja ausscMieltlich die verdfinn~en Systeme 
sind - - b r i n g e n  iu dieser Richtung zun/~ehst nichts; denn sie behandeln 
den Streueffekt eines Systems yon Rotationsellipsoiden, die mi t  der 
Hauptachse  parallel geordnet sind. An verdfinnten Systemen trier aber 
eine solche weitgehende ParMlelordnung ffir gew6hnlich nicht auf, so 
dab diesen Rechnungen nur Bedeutung ffir die Behandlung ganz spezieller 
F/ille zukommen dfiffte. 

i t~. Hosemann, Z. Physik 118, 751 (1939); 114, 133 (1939); Z. Elektroehem. 
angew, physik. Chem. 46, 535 (1940). 

e j .  Hengstenberg und H. Mark, Z. Kristallogr., ~ineral., Pe~rogr. Abt. A 
69, 271 (1928). 

70 .  Kratky, Diskussionsbemerkung zu einem Vortrag yon R. Hosemann, 
Z. Elektrochem. angew, physik. Chem. 46, 550 (1940). 

s O. Kratky, A.  Sekora und/~. Treer, Z. Elektrochem. angew, physik. Chem. 
48, 587 (1942). 
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Eine sehr verallgemeinerungsfi~hige und h~ndliche Methode zur Be- 
rechnung yon Streueffekten verschieden geformter KSrper bot sich uns 
aber in der Debyesehen Streutheorie 9 des l~clekiilgases dar, die offenbar 
ohne weiteres auf beliebige aus Kugeln zusammengesetzte KSrper fiber- 
t ragen werden darf3 ~ Wir nehmen dabei allerdings die Einschr~nkung 
in K~uf, d~l~ wir die Streukurve ftir elne gewfinschte Form nicht exakt  
ausrechnen kSnnen, sondern uns mit der Approximation dieser l~orm 
durch einen aus Kugeln zusammengesetzten KSrper begnfigen. Da aber, 
wie sieh zeigen wird, die Streukurve ffir kleine Gestaltss 
wenig empfindlieh ist, so wird dieser Mangel praktisch kaum eine Rolle 
spielen, l~attirlich mug der im Rahmen der Debyeschen Theorie zur An- 
wendung gelangende Atomformfaktor durch den Formfaktor  yon mi t  
Elektrone n gleichmiiBig erffillt gedachten Kugeln ersetzt werden, der aber 
als besonders einfacher Spezialfall in der Theorie der Streuung am Atom- 
gas bereits enthalten ist un4 aueh bei Guinier schon vorkommt.  

Diese historischen Bemerkungen schienen uns notwendig, da dureh 
die seitens Hosemann erhobenen Einw~nde MiSverst~ndnisse entstehen 
kSnnten. Wir betonen daher, daS die schon frfiher in Angriff genommenen 
und jetzt  ~ortgesetzten auf dem Grundgedanken von Guinier fu~enden 
Betraehtungen nicht etwa einen Stellungsweehsel unsererseits bedeuten, 
sondern wir im  Sinne der yon uns in den Vordergrund gestellten Zwei- 
teilung der kolloiden Systeme nunmehr auch die verdfinnten Systeme 
studieren. 

Das Ziel tier theoretischen Betraehtungen ist zun~chst, eine Grund- 
l~ge ffir die Bestimmung der GrSl3e und besonders auch der Form der 
koHoiden Teflchen in verdfinnten Systemen zu gewinnen. Experimentell 
in Angriff genommen wurden vorl&ufig zwei Gebiete: die Eiwei]~](isungen 
und die LSsungen yon Zellulosederivaten. 

Das Bedfiffnis zu Aussagen fiber die Teilchen]orm zu gelangen, ist 
d eshalb besonders stark, weft die sonst zur Verffigung stehenden Methoden 
in dieser Hinsleht wenig ergiebig sind. Die Ultrazentrifuge liefert zwar 
sehr genaue Aussagen fiber die Teilchengewichte, viol genauere als sie 
derzeit mit Hilfe der Kleinwinkelmethode erbraeht werden kSnnen; 
flit die Bestimmung der Form li~Bt sieh aber aus ~essungen mi t  der 
Ul~trazentrifuge nur der Uusymmetriefaktor ableiten, d. h. das Verhs 
der aus dem Teilehengewicht unter Annahme einer kugelfSrmigen Ge- 
stalt bereehneten zur gemessenen Sedimentationsgeschwindigkeit. Nun 
sind Abweiehungen dieses Faktors yon der Einheit wohl a]s Abweichungen 
yon der Kugelgestalt deutbar. Sie k6nnen aber ebenso auf Solvat~tions- 
effekte zuriickgeffihrt werden, die auch eine Verlangsamung der tatsitch- 

9 p.  JDebye, Physik. Z. 31, 348 (1930). 
~o O. Kratky und A. Sekora, Naturwiss. 31, 46 (1943). 
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lichen Sedimentationsgeschwindigkeit und damit  ein Ansteigen des 
Unsymmetriefaktors fiber die Einheit bedingen. Sollte es aber auch ein- 
mall irgendwie gellngen, den Solvata.tionseiniluI] ~bzutrennen, so stfinde 
zur Formbest immung immer erst eine Kennzahl zur Verffigung und 
kSnnte zwischen den ,verschiedenen die: gleiche Kennzahl ergebenden 
Formen - -  z. ]3. Stabchen oder Blattchen - -  niemals entschieden werden. 

In  best immten Fallen vermag auch die Str5mungsdoppelbrccliung 
zu Aussagen fiber die ~orm zu ffihren. Sicher scheiden aber kleinere Ab- 
weichungen yon der Kugelgestalt, wie sic bei den meisten 15slichen EiweiB- 
stoffen wohl ausschliei~lich zur Diskussion stehen, vollstandig aus. Auch die 
Viskositat ist eine viel zu komplexe GrSl~e, als dab auf ihre Bestimmung 
ohne weiteres eine allgemcine Methode zur Formbest immung aufgebaut 
werden kOnnte .  

Zu unmittelbarcn nnd vielf~ch sehr eindrucksvollen Ergebnissen 
fiihrt  jedoch die Elektronenmikroskorie. Sie l~[~t aber aueh sehr groBe 
Liicken often. Vor al]em gestattet  sie nicht, die Untersuchung an der 
LSsung selbst vorzunehmen. Die  Entfernung des L5sungsmittels sowie 
die anschliei~ende Elektronenbestrahiung stellen abet so starke Ein- 
wirkungen dar, dal~ bei den EiweiBk5rpern in vielen Fallen Veri~nderungen 
zu befiirehten sind und man leicht zu Fehlschlfissen geffihrt werden 
kann. Ferner sind Dimensionsbestimmungen im Gebiet bis 50 A kaum 
raSglich und im daran anschliel~enden Gebiet nur n~it erheblicher Un- 
genauigkeit. Gerade der Bereich um 50/k i s t  aber ffir Eiwei~stoffe wohl 
der wichtigste. 

Anderseits ist natfirlich auoh die Anwendung der Kleinwinkelmethode 
erheblichen Einschr~nkungen unterworfen. So wachsen die experimentel- 
len Sehwierigkeiten sehr rasch an, wenn Dimensionen von einigen 100 
erreicht werden, und es sind tier Differenzier ,heir (ter Formbes~immung, 
wie sich im fotgenden ergeben wird, kaum fibersteigbare Grenzen gesetzt. 
I m  ganzen wird man aber wohl erwarten diirfen, dal~ die Methode der 
Kleinwinkels~reuung neben dem Elektronenmikroskop, der Ultrazentrifuge 
und der StrSmungsdoppelbrechung:ihren t)latz erobern wird. Namentlich 
im Bereich bis 50 A und bei Eiwcil~stoffen auch ffir grSBere Teilchen, 
dfirlte sic in vie]en Fallen die einzige anwendbare Methode zur Formbe- 
s t immung sein. Sie soll natfirlich keine der anderen Methoden ersetzen, 
sondern" deren Aussagen erganzen. 

Die  B e r e c h n u n g  d e r  S t r e u k u r v e n ,  

Fiir ein in beliebiger Weise aus At~ zasammengesetz~es Teilchen 
liefert die Debyesche Streutheorie des Molekfilgases n die Beziehung: 

11 p.  Debye, Physik, Z. 81, 348 (1930). 
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i = n  ] ~ = n  

{=I]r 

4i~ l~ ~ sin 
= ~ . ( 2 )  

Darin bedeutet J die abgebeugte -Intensit~t , n die Zahl tier Atome im 
Molekiil, [ die Atomformfaktoren der Atome, l ~  die Mittelpunktabst~nde 
zweier Atome, z~ den halben Ablenkungswinkel und 2 die WeIlenl~nge 
des verwendeten RSntgenliehtes. Der Ausdruek zeigt an, dab jedes Atom 

sin 
mat jedem anderen zu kombinieren, fiir jedes P~ar der Ausdruck/~/} m 

zu bilden und fiber alle Paare zu Summieren ist. Da i und ]c alle Werte yon 1 
his n durchlaufen, ergibt sieh naeh der Formel auch die Kombination jedes 
Atoms mat sich selbst, wenn ni~mlich i ----- kl Da dann der Mittelpunkts- 

sin m 
~bstand 1 null ward, ist auch m ~ 0 und - -  1-: Man erh~lt also 

neben den auf zwei verschiedene Atome sich beziehenden Gliedern noch 
ftir jedes Atom ein Glled, das @ffach das Quadrat  des Atomformfaktors 
des betreffenden Atoms ist. 

Bei der ~ber t ragung dieser l~ormel auf unser Problem wollen war 
zunichst  nur Gebflde b etraehten, die aus gleich grol~en Kugeln zusammen- 
geseCzt sand. Der Formfaktor  ffir eine Kugel, in deren Innerem wAr uns 
eine gleiehm~Bige Elektronendiehte denken, lautet nun: 

sin # - -  # qos/z 
l = ~ , (3) 

4 ~ r s i n ~  
_ ~ (4) 

r ist der Radius der Kuge], die anderen GrSBen haben die gleiche Be- 
deutung wie in (1) und (2). Der Zusammenhang zwischen ,u und /~  ward 
in Abb. 2 (Kurve 1) sowie in Tab. ] gegeben. 

Tabelle 1. S t r e u i n t e n s i t i ~ t  der  E inze lkugo l .  

,~ /x ~ It • 9 ~ 11 l s • 9 

0,0 
0,1 
0,2 
0,4 
0,6 
0,8 
1,0 

0,111 1,00 
0,111 1,00 
0,110 0,99 
0,1075 0,97 
0,1033 0,93 
0,0977 0,88 
0,0906 0,815 

1,5 
2,0 
2,5 
3,0 
3,5 
4,0 
5,0 

0,0703 0,633 
0,0474 0,427 
0,0277 0,249 
0,0132 0,119 
0,0047 0,042 
0,00076 0,0068 
0,00036 0,0032 

Man fiberzeug~ sich nun leicht, dal3 ftir r >~ ~ und ~ -  1 ~ 2, also ffir 
Teilchen, deren Dimensionen sehr groi3 im Vergleich mat der angewendeten 
Wellenl~nge sirid, die Intensi ts  J schon bei Winkeln verschwindend 

~onatshef~e ffir ehemie, Bd. 76 '3--5, 22 
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Mein wit'd, fiir die der Unterschied zwischen sin 0 und 0 noeh vernach- 
1/~ssigbar ist. Wir k6nnen daher in (2) und (4) sin ~ ohne weiteres dureh v ~ 
ersetzen und erhalten: 

X ' (5) 

4z~rO 
/~ - -  ~ ; (6) 

Die Beziehungeh{1) .und (5), (3) und (6) geben die Grundlage fiir die 
Berechnung jeder Streukurve. Es b M b t  nur die Aufgabe, die auftretenden 
l~Werte dutch r auszudrtieken und die Summation (1) durchzuffihren. 

'~Bei der Darstellung der Kurven karm man so v0rgehen, dab man  J 
als Funktion yon ,u oder noch zweckm~Biger Ms Funktion yon 

x - :  2,~ (7) 

auftr/~gt. Diese Gr6Be ist so gew/~hlt, dab alle m-Werte in m6glichst 
einfacher Weise durch sie ausgedriickt werden k6nnen. U m  dann die 
Kurve J -  J (z$) fiir einen beliebigen r-Weft  zu gewinnen, brauchen 
wir nur eine passende Abszissenskala anzubringen, indem wit gem~]~ (7) 
und (6) jedem x. bzw. u-Weft den entsprechenden z%Wert zuordnen. 

Es  ist nun eine l~eihe yon F/illen in dieser Art durchgereehnet worden. 
Die sich ergebenden Tabellen linden si6h an geeigneter Stelle. 
Einige erl~uternde Bemerkungen werden im folgenden gegeben. 

1. Endliche geradlinige Kugelreihen, d .h .  
" ~  Teflehen ~us geradlinig aneinander ge- 

reihten Kugeln, die uns als Ersatz fiir 
zylindrisehe sowie eif6rmig ellipsoidisehe 

~v ~_ und s0nstige langgestreekte K6rper dienen. 
_ ~r Dig Berechnung ist besonders einfaeh, weft 87" 

-- ~o~ ' "- alte a~iitretenden /-Werte Vielfaehe yon 
Abb. 1. 2 r sind. U m  die Art  des Abz/~hlens zu de- 

monstrieren, w/~hlen wir a]s spezielles Bei- 
spiel die Reihe aus  seehs Kugeln (Abb. 1). Die Streufunktion J mug  
offenbar fotgende Gliefler enthalten: 

1. 6 / ~ .  

2. 10real den Summanden mit  l = 2 r. U m  diese Zahl zu 7erstehen, 
miissen wir ~bz~hlen, wie oft der )kbst~nd l = 2 r als Mittelpunktsabstand 
e/nes Kugclpaares vorkommt.  Von 1 und 6 geht je ein soleher Abstand 
aus, n/~mlich zu den Kugeln 2 und 5. Die Kugeln 2, 3, 4 und 5 sind aber 
je zweifaeh mit  Kugeln im Abstand 2 r zu kombinieren, n~mlich je mit  
ihrem rechten und linken Naehb~rn. Insgesamt kommen wir dann auf 
die Zahl~ 

1 - k  1 - k 2 - k 2 @ 2  ~ 2  = 1 0 .  

Wir haben dann jeden Abstand doppelt  gez/~hlt, n~mlich yon beiden 
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beteiligten Kugeln her. Das entspricht aber der Forderung yon (1), 
dab i und k alle W e r t e  durchlaufen sollen. 

3. 8mal den Summanden mi t  1 = 4 r. Von 1 und 2, 5 und 6 geh t je 
ein solcher Abstand aus, yon 3 und 4 aber je zwei. 

4.6real den Summanden mi t  I ---- 6 r, da yon jeder Kugel nur ein solcher 
Abstand ausgeht. 

5. 4mal den Summanden mit  l =  8 r. ~ u r  mehr den an den Enden 
gelegenen Kugeln 1, 2, 5 und 6 k6nnen solche Abst~nde zugeo rdne t  
werden. 

6. 2real den Summanden mit  I ~ 10 r, ns yon 1 nach 6 und 
6 nach 1. 

Man kann nun unmit telbar  das Bildungsgesetz fiir eine l~eihe aus 
n-Kugeln angeben. Es lautet, wenn wir fiir 2 #  ~ x gem~B (7) einfiihren: 

~ ~ sin-x . ~ o~ sin2 z 1 
J ~ 2 1 2 1 2 -  -~- 

" " +  . . . .  2 si~n(~n~2))x +1" s ' ~ l - ~ } l  (8, 

9g 

/ ist immer durch (3) gegeben, wobei ff--~ 2" 

Die Anwendung auf die Ket ten  aus 2, 3, 4, 6, 10 und 12 Kugeln ffihrt 
zu den in Abb. 2 dargestellten Kurven  und Tab. 2 ~ngegebenen Zahlen- 
werten ffir die relative Streuinten- 
sit~t. D i e  numerischen Werte filr 

sin ~ entnahmen '  wir aus den Ta- 

bellen yon Sherman. i2 
2. oo-geradlinige Kugelreihe. Sie 

soll uns den Streueffekt sehr lang- 
gestreckter zylindrischer oder gen/~- 
herr zylindrischer Teilchen ersetzen. 
Man n immt  die Abz~hlung so vor, da6 
man eine herausgegriffene Kugel 
mit  allen anderen kombiniert.  Der 

0 
I 2 3 q r s 7 

Abb. 2. Streuku~en fiir gemdlinige Kugelrr 

sich ergebe~de Ausdruck beschreibt 
das Beugungsverm6gen sohon ersch6pfend; denn wenn ~@ von einer 
be]iebigen anderen Kugel ausgehen, erhalten wir den gleiohen Ausdruck, 
so dab sich die ges~mte Intensit/it  aus der aus den Kombinat ionen einer 
Kugel bereehneten einfach durch Multiplikation mit  der Anzahl der Kugeln 
ergibt. Da wir v0n vornherein nicht die absolute, sondern nur die relative 
In tens i t i t  betrachten, kSnnen wit uns ~lso auf die Kombinat ionen einer 
Kugel mit  allen anderen besehr~nken. Die Abz/~hlung ergib~ dann ohne 
weiteres : 

l~ j .  Sherman, Z. Kristallogr., ~Vfineral., Betrogr. Abt. A 85, 404 (1933). 
22*  
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J , ' ~ ] 2  1 - ~ 2  ~ - - ~  2x ~- 3x - { - " "  
(9) 

_ 

Die Berechnung diescs Ausdruckes wurde empirisch durchgc~iihrt. Den 

Grenzwert ffir die konvergente Reihe ~ sin n x n ~  ermittelt man, indem 

-q3 

I__l �84 . . . .  f J 

0 2 6 1o r ~8 ?2 ~ 30 3~' 38 g~ r 

Abb. 3. Graphische Bestimmung des Grenzwertes yon 
n ~  Co 

s i n  

~ = 1  

Die Punkte fiir die ganzzahligen Werte der oberen Grenze wurden dutch eine Kurve verbunden. 

Tabelle 2. Gerad l in ige  KugeI re ihen .  
Grundkurven. 

Anzahl der Kugeln 

1 2 3 4 t 6 10 12 

0 I00 IO0 IO0 iO0 I00 i00 I00 
0,125 99,9 99,8 99,5 99 98,5 96,5 94 
0,25 99,5 99,3 98 97 94 84,3 78,4 
0,50 99 96,5 93,5 89 78,5 56,2 46,2 
0,75 97 93 86 77,6 60,1 37 31,7 
1,00 95 87,6 75,2 65 45,4 28,3 23,8 
1,50 89,5 74,6 57,5 43,3 29,5 19,3 
2,00 81,5 59 40,2 30 20,7 13,1 10,5 
2,50 72,5 45 28,8 22,3 14,8 7,58 
3,00 63 33 2i,6 16,5 11,5 6,59 5,49 
3,50 53 23,7 16,3 11,9 4,00 
4,00 42,7 17,4 11,9 8,76 5,95 3,46 2,83 
5,00 24,9 9,94 6,4 4,18 2,85 1,63 1,35 
7,00 4,2 2,29 1,68 1,29 0,86 0,59 0,46 

man f/it ei~ bes~immtes x die Summe ffir wachsende Werte der oberen 
Grenze bfldet und diese Summo gegen die obere Grenze auftr/~gt, lV[an 
erh~lt darm Kurven yon der  Art der in Abb. 3 dargestellten und kann U 
um so genauer je mehr Glieder man ausrechnet - -  den Grenzwert f/Jr 
n ~ oo gra10hisch bestimmen; in gleicher Weise verf/~hrt man ffir eine 
ausreichende Zahl anderer x-Werte. Es ergab sich auf diesem empiri- 
schen Weg die einfache Beziehung: 
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1 + 2 2  s i n n x _ _  ~z 
n'X X 

r*=l 

innerha lb  des Bereiches yon  x - -  0 und  x = 2 ~. 

~ sinnx 3 z  
1 + 2  n x ;  ~- x 

i nne rha lb  des Bereiches yon  x = 2 :~ und  X ~ 4 ~. 
. ~  ~ (10)  

l _ b  2: .W ~ s i n n x  5ze 

innerha lb  des Bereiehes yon x = 4 ~ und  x = 6 ~, oder al lgemein 

+ ' 2  ~-~ s i n n  x (2z-~ 1) ~ 
1 - -  ~ n x  - -  x 

innerha lb  des Bereiches yon x - -  2 z ~ und  x = (2 z @ 2) ~. 

Die Kurve  ftir diesen Ausdruek ist in Abb.  4 dargestellt .  Sie zeigt~ 
also Uns te t igke i ten  bei x = 2 :% 4 ~, 6 ~ . . . .  u n d  zwar erfolgt bei dei" 

" r I /r 

12 I 

1o 
2 ~zf  

~" I " 

0 Z r ~ 8 ~o t2 Ig f f  I 8  20 fg  

Abb.  4. Die  obere K t t rve  s te l l t  den Ausd ruck  

n = o o  
;i = 1 + sin n x 

dar ,  die un t e re  e rg ib t  s ich da raus  du tch  ~ul t ip l ik~$ion  m i t  ]~. 

ers ten  Unstetigkeitsstel le der Sprung yon  t/~ auf "~/~, bei der zweiten 
y o n  a/4 auf  ~/~ usw., so dab  eine immer  weitergehende Ann/i,herung a n  
die im Abst~and 1 parallel  zur Abszisse verlaufende Gerade erfolgl~. Die 
Mult ip l ikat ion m i t / ~  gem/~B (9) f i ihr t  zu e inem r~sche~ Abfall  der  K u r v e  
mi t  wachsendem x (Abb.  4 u n d  Tab:  3), ~ber die Sprungst~ellen bleiben 
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natiirlich erhalten. Man kann die Lage dieser Stellen mit einer gewohnten 
Beziehung in Zusammenhang bringen. Es gilt nach (10) fiir die x-Werte, 
denen eine Unstetigkeitsstelle zugeordnet ist, 

) 
) 
) 
) 
) 
) 
) 
) 
) 
) 

A b b .  5 .  ] D o p p e l k u g e l -  

reihe. Sie ist nach oben 
und unten fortgesetzt 

zu denken. 

Tabelle 3. c~-Kugelreihe.  
Grundkurve. 

J x J 

0 C<D 

32 
32 

16 15,94 

7,92 

4- 3,89 

g 1,77 

1 ,5  1,20 

-g 0,602 

0~75 0,295 

1,75 ~ 0,103 

2 ~ 0,046 unterer YVert 

2 ~ 0,140 oberer Wert 

2,5 ~ 0.008 

3 ~ 0,004 

n A = 2 �9 (2 r) �9 sin ~, 

also die B r a g g s c h e  Beziehung mit 2 r als ,,~etzebenenabstand". Die 
Streufunktion der unendlich langen. Kugelreihe steigt also bei jenen 
Winkeln sprunghaft zu hSheren Werten an, unter we]chen eine Netz- 
ebenenschar im Kristall mit einem dem Mittelpunktabstand benach- 
barter Kugeln gleichen ~qetzebenenabstand reflektieren wiirde. Die 
Periodizit~t im Aufbau der Kugelreihe gibt sich also in den auffretenden 
Stufen zu erkennen. Wit k6nnen dieses Ergebnis verMlgemeinern und 
behaupten, dub bei jedem sehr langgestreckten, auch komplizier~er ge- 
bauten Gebflde, jede auftretende Periodiziti~ eine Stufe oder zumindest 
einen Buckel in der: sonst monoton abfa]lenden Kurve verursachen wird. 
Wir werden das im fo]genden noch an einem speziellen B~eispleI zeigen 

�9 F / . , 

IAegen in realen FMlen echte Kugelreihen vor --- e~wa durch faden- 
iSrmige ASsoziationen ann~herncl kugelf6rmiger Teitchen gebildet - - ,  so 
wir4 jedenfalls das Auf~reten der  ersten und grSBten Stufe merkbar 

so erhalten wir: 

z -~- n " 2 7~, 

wobei ne ine  ganze Zahl ist; wenn wit nun gem~B (7) und (4) ffir x ein- 
setzen 

8 ~ r  sin/~ 
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sein3 s Untersuchen wir aber einen KSrper ohne eine solche ausgepri~gte 
Periodizit~t, z .B.  ein angeni~hert zyHndrisches Virusteflchen, so wird 
wohl im ganzen efim ~bereinstimmung mit der theoretisch berechneten 
Xurvenform in Abb. 4 zu erwarten sein, aber natfirlich nicht das Auf- 
treten yon Stufen34 

3. c~-Doppdlcugelreihe (Abb. 5). Sie k a n n  als ~iodell iiir einen band- 
f6rmig langgestreckten KSrper angesehen werden. In  'gleicher Weise 
wie bei der einfachen Kugelreihe wird die Abzghlung so vbrge~ommen, 
dab man eine herausgegriffene Kugel mit allen anderen kombiniert. 
Man erhglt dann sof0rt den Ausdruck: 

I 
i 

2 ( sin x sin 2 x I 

I s innx  
- - - - - 1 §  ~ x  } (u) 

( sin ( x r ~ i  ~-) sin (x t / - 1 ~  u ) + §  / 

2 2 ~  sin(x~/l -J- n') 
.=i x l / 1  + n2 �9 

bezieht sich auf die Kombination einer herausgegriffenen Kugel 
mit den in der gleichen Einzelreihe liegenden Kugeln und ist identisch 
mit den bei der unendlichen einfachen Kugelreihe auftretenden Gliedern. 

sin x stammt y o n  der Kombination mit der auf der gleJchen I-I6he 
X 

la In einer 4prozentigen L6sung des blauen Schneckenb]utfarbstotfes 
Haemocyanin liegen z.B.  derartige fadenfSrmige AssoziatiQne~ yon etwa 
kugeligen Grundmolektilen vor, wie gerade aus dem Auf~re~er~ e]nes Buckels 
erkannt werden konnte. Vgl. O. Kratlcy, A. Selcora und H. _Friedricho~reksa, 
Anzeiger der Akademie der Wissenschaften in Wien, math.-naturwiss. K]asse, 
7. I I I .  1946. 

14 Eine verdiinnte L6sung yon Tabakmosaik-Virus, die uus freundlicher- 
weise yon I-Ierrn J~riedr@h-_Frelcsa vom Kaiser Wilhelm-InstitUt ffir ]3io- 
chemie in Berlin-Dahlem iiberlassen worden war, zeigte eine Streuung, die, 
abgesehen yon .der fehlenden S~ofe, recht exakt mit der St, reukurve einer 
unend]ichen Reihe aus Kugeln des Dur6hmessers 167 s iibereinstimmt. Eine 
so]che Reihe hat das gleiche Vol~men wie ein sechsseitiges 1)risma yon der 
Seitenl~nge 75 A. Nun sind nach dea an kristallisiertem Virus gewonnenen 
bekannten Untersuchungen yon Bernal und 2'anlcuchen (J. gener. Physiol. 
25, 11, 147 (1941) die Virusteilchen sehr genAhert als solche sechsseitlgo 
Prismen aufzufassen. Dieser Hinweis auf das ~leiche Volumen des realen 
KSrpers und des Ersatzmodells ist fiir die Beurteilung experimenteller :Er- 
gebnisse yon Wichtigkeit. 
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liegenden Kugel de r  Nachbarreihe und Z~ bezieht  sich schlieglieh auf 
die sehiefen Verbindungslinien einer Kugel mit den Kugeln der anderen 
Einzelreihe. Die auftretenden "V~urze!gr6Ben siad aUs der Anwendung  
des pythagor/~isehen ~Lehrsa~zes zv_r Bereehnung de r  Abst~nde ohne 
weiteres zu verstehen. 

Die empirische Auswertung yon (11) muB fiir jeden x-Wert einzeln 

erfolgen. : s in~ l~13t sieh s0fort aus  der TabeUe enbnehmen; ebenso 

ist X z mi~ Hilfe yon (10) angebbar. Schwieriger !st die Ermittlung yon 2:~. 
~t 

Wir gingen dabei so vor, dal~ die Stlmme ~ s i - n ( z r  u  - -  be i  
1 xu + n~ 

E 
I . j  

I 

I I 

~,o,o/,/reJ)~e 
I 

Abb. ~. Graphische Bes t immung  des Grenzwe~es  Yon. 
gt-:- r t~ a. 

sin x ~ sin n 

n = l  ~ - - 1 - -  ns 1 1 

bestimmtem z fiir wachsendes a aufgetragen wurde (Abb, 6). Da Sieh 
der Wert  des Einzelgliedes mit wachsendem a immer mehr dem Weft  yon  

sin n x  n/~her~ wird d ieForm der Kurve bei steigendem a immer ~hnlicher 
~ X , " 

Z .  sin n ~ W~hrend sich die Kurven also bei kleinen a-Wergen der ffir �9 n~x 
z 

noch erheblieh unterscheiden, nehmen sie, wie das Abb. 6 erkennen 1s 
mit grSBer werdendem a immer raehr einen parallelen Verlauf. Man be- 
stimmt nun in diesem Gebiet den Abstand der beider~ Kurven:  es ist 
dies offenbar der Betrag, um den sich die beiden Grenzwerte unterseheiden. 

~ s i n ~  
Den Grenzwert  fiir die Kurve ~ ~ fiir a --  o0 kennt m a n  aber 

l 

gem~B (10), so  dab man zu diesem Weft  nur die empiriseh ermittelte 
Differenz zu#:hschlagen braueht, um den Grenzwer~ der anderen Kurve 
zu 6rhalten. In gleieher Weise wurde aueh bei allan anderen x.Werten 
vorgegangen. 

Der gesamte Kurvenverlauf ist in Abb. 7 dargestellt, die Werte sind 
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in Tab. 4 verzeiehnet. W i r  sehen, dab wieder Stufen auftreten.  Die 
F o r m  ist sehr'/~linlich wie bei  d e r  einfachen Kugelreihe, doch treten, wie 
der Vergleich in Abb.  7 zeigt, immerhin  so erhebliche Unterschiede ~uf, 
d~B ein~ Unterscheidung m6glich is~. 

4. oo-Spirale. Als Ers~tzmodell  fiir verwundene Formen  yon  Faden-  
molekiilen wurde d i e  Streukurve ffir eiae spiralige Anordaung  yon  
Kugeln  berechneL Die Mit te]punkte der Kugeln sind auf einem Zylinder- 

Tabelle 4. c ~ - D o p p e l r e i h e  y o n  
K u g e l n .  Grundkurve. 

r 4 
31,253 5,5 
11,92 6 

�9 6,3 
6,75 6,7 

5,20 7 
7,5 

2,63 8 
12 

1,57 

{ 

0 
0,2 
0,5 
7g 

4 
1 
~g 

2 
2 

mante l  angeordne~, und  

,o~ I I 

0,199 ~ 6o . 
0,i92 
0,0725 ~ ea 
0,177 zo ~e~ e 
0,104 
0,0515 ~--- .x--~ ~ 

0 I 2 3 ~ 5 6 7 
0,015 x - 
0,00745 
0,00066 Abb. 7. Streukurv~n f~  die ~:einfache u n d  

~-dop l ) e i t e '  K u g e l r e i h e .  

zwar derart,  daB, um yon  ainem Kugelmittel-  
p u n k t  zum ns zu kommen,  eine Drehung um die Zylinderachse 
um 60 ~ und eine u  in der Achsenrichtung u m  den Bet rag  

R ~3- 'ausgef i ihr t  werden mu,B. Wenn sich au~einanderfolgende Kugeln 

beriihren, so ist ihr Radius gleich dem Zylinderradius:  R --~ r. 
Man erh~lt Iiir die Streukurve dieses K6rpers die Formel :  

n = ~ sin(# V3 -1- 3 (2 + 6 n) ~ ) 
+ Z . r  (2 + 

n ~ i n  (~ V4 + 3 (3 - 6~)~ ) 
- ~ n + 0  #~/4-t :  3 (3 + 6n)2 

(12) 
_~ n ~  sin (# r  -[- 3 (4 -1- 6n) ~ ) + 

_~0 ~-~ sin(# ' l /1  -~ 3 (5 + 6 n) 2 ) 
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Die Ausrechnung  erfolgt  in analoger  Vieise wie das  bei  der  unendl ichen 
Doppel re ihe  besehr ieben wurde.  Die Ergebnisse  s ind in  Tab.  5 nieder-  

ge legL 
Tabelle 5. S p i r a l e .  

Grundkurve.  

# J tt J 

0,1 
0,3 
0,5 
0,6 
0,61 
1,0 

17,48 
5,85 
3,09 
2,346 
2,255 
1,185 

2,0 
3,0 
3,3 
3,5 
4,0 

0,332 
0,082 
0,074 

0,0464 
0,0079 

= _  

Tabelle 6. I ) o p p e l r e i h e n  y o n  K u g e l n .  
Grundkurven.  

Anzahl der Kugeln 

4 6 8 12 

0 
0,2 
0,5 
1,0 
1,5 
2,0 
2,5 
3,0 
4,0 
5,0 

100 100 100 100 
99,3 98,8 98,02 95,18 
94,4 91,2 87,1 76,5 
80,3 70,2 59,2 40,7 
61,1 45,9 34,0 22,6 
41,1 26,3 19,1 13,1 
24,8 14,6 11,38 7,4 
14,0 8,86 6.63 4,3 
5,5 3,82 2,82 1,81 
4,46 2,45 2,25 1,18 

Es wurde  ferner  die S t r eukurve  ffir folgende F o r m e n  berechne t :  
5. Doppelreihen aus 4, 6, 8 und 12 Kugeln, als Modell  fiir bandf6rmige  

KSrpe r  endl icher  Li~nge (Tab. 6). Die S~reuformeln l au t en :  

' s in  x sin x I f21  4 Kuge ln :  J ~ 4/2 ( 1 + 2 ~ - -  + 

3 7 sin x sin x 1/2- . ~ sin 2 x 
6 K u g e l n : J ~ - ~ 2 / 2  + ~ x - -  + 4  x ~ 2  + 2 ~ +  

+ 2  
(13) 

8 K u g e l n :  J ~ 4 f 2 ( 2 ~  - 5 s i n x  ~ 3 s i n x  1/2- + 2 s i n 2 x  _u 
x X l / 2  2 x  

ql 

@ 2 sin x 1 /5  sin 3 x sin x ]f]O~ 

s m x  ' s m x l / 2  s i n 2 x  . 
1 2 K u g e t n : J N 4 / 2  3 ~- 8 ~ -  + 5 ~ + 4 ~ x  -t- 
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+ 4 ~in ~ V 5  3 ~ n 3  ~ ~in ~ Vi~  
V 5  +- 3~ + 3  x V l o  

sin x ]/-17 ~ sin 5 x 9 s i n 4 x  + 2 + + 
+ ~ 4 x xV~7 5 x 

+I 

(13) 

Tabelle 7. E i n z e l k u g e l l I n d  S c h e i b c h e n  aus 7, 13, 19 Kuge ln .  
Grundkurven. 

1 Kugel Scheibchen 7 Scheibchen 13 Scheibchen 19 

0 
0,25 
0,50 
0,75 
1,0 
1,50 
2,0 
2,50 
3,0 
4,0 
5,0 
6,0 
7,0 

100 
99,5 
99 
97,3 
95 
89,5 
81,5 
72,5 
63 
42,7 
24,9 
11,9 
4,2 

100 
98,2 
92,3 

71,6 
45,1 
26,2 
13,4 
6,8 
3,7 
1,64 
0,92 
0,79 

100 
84,4 
51,5 
24,02 
10,62 

4,05 
2,42 
0,935 
0,428 
0,077 

100 
79,8 
41,25 
15,92 
7,68 
2,883 
1,232 
0,511 
0,235" 

0,064 

6 Scheibchen aus 71 13 und 19 Kugeln (Tab. 7). Die Streuforme]n: 

7 Kuge ln : J~ -~ ]  2 7 + 2 4 ~ - 1 2  ~ . . ~ ]  

13 Kugeln: J ~-~/~(13 + 48 s i nx+x  30 ~--+36sin2x '. sin cc ]/3-xl/.3 + 

~ d ~  + 3~ + 6 2 ~ g ~  / (14) 

( 84 sin x Sin x ]/-3- sin 2 ,x 
1 9 K u g e l n : J - - - / ~  1 9 +  ~ x ~ - - + 6 0  x y ~  ~ 5 4  2 x  ~ 

sin 3 x . sin x V3 + 7 2  s i n x V 7 - + 2 4 ~ + 2 4  + 

sin 2 x ~3-" . ~ ~. sin 4 x 
+ 18 ~ x g ~  + t~ - -4 -~ -  ) 

7. 12 Kugeln im Halbkreis, 12 Kugeln im Viertellcreis angeordnet und 
Bing aus 12 KugeIn als Modell fiir verkriimrate fadenfSrmige Molekiile 
endlicher L~nge (Tab. 8)~ Die S t reuformeln :  
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Tabelle F o r m. 

0. Kra~ky:  

8. R e i h e  aus  12 K u g e l n  v e r s e h i e d e n e r  
Grundkurven. 

x l~eihe geradlinig I Halbkreis Viertellrreis l~ing 

0,0 
0,1 
0,2 
0,4 
0,6 
0,8 
1,0 
1,5 
2 , 0  
3,0 
4,0 
5,0 

100 
96,07 
85,8 
57,83 
38,78 
29,76 
23,77 
15,05 
10,49 
5;50 
2,83 
1,35 

100 
97,25 
89,9 
65,1 
41,2 
27,6 
22,8 
15,25 
10~5 
5,6 
2,9 
1,36 

100 
96,4 
86,8 
58,05 
38,8 
28,6 
23,9 
15,9 
10,4 : 
5,5 
2,9 
1,26 

100 
98,2 
94,9 
81,8 
62,5 
42,6 
26,5 

9,7 
12;14 
3,45 
3,55 
1,24 

12 Kugeln, Halbkreis:  J , . . ~ 2 / ~  (6 + 11 -s~nXx A- 10 sinl'98x~,~ + 

-~- 9 sin2,92 x + 8 sin 3,79 x _~_ 7 sin 4,60 x sin 5,31 x 
2,92 x 3,79x 4,60x ~ 6 5,31 x -~ 

-~- 3 sin 6,74x sin 6,95x 
6,74x + 2  6,95x- + 

-~-5 sin5,91x + 4 sin 6,39x 
5,91 x 6,39 x 

+ sin 7,02 x )  
7,02 x 

11 s inx " 1 0 s i n 2 x  12 Kugeln, Viertelkreis: J , -~  2/2 (6 + - - x  -t- 2x -? 

,~in 2,98 x sin 3,96 x sin 4,91 x s~n 5,83 x 
-}-9 2,98x + 8  3,96x -~7 4,91x ~-6 5,83x -T- 

sin 6,73 x sin 7 , 5 9 x  sin 8,41 x sin 9,19 x 
7}-5 6,73x -]-4 7 , 5 9 x  -]-3 8,41x -4-2 9,19x + 

sin 9,93 x ) 
-~ 9,93x 

.. ' sin 1,931x 
R inga t i s  1 2 K u g e l n : J ~ 1 2 / 2  1 .+  s ~  x + 2  ~ x  + 

+ 2  sin2,~732x sin3,346x .~_2sln3,732x ~_ sin3,864x~ 
2,732x -~- 2 3,346x 3,732x 3,864x .! 

(15) 

A b s z i s s e n t r a n s f o r m a ~ i o n  d e r  S t r e u k u r v e n .  

Wenn wir die SSreukurven z .B .  ffir verschieden lange Kugelreihen_ 
hinsichtlich ihrer Form vergleichen wollen, so miissen wir bedenken, dal~ 

8 ~ r ~  
in Abb. 2 die Auftragung der Streuintensi~t  gegen x -  2 # -  ). 

effolgt ist. Welche ~-Werte diesen x-Werten in einem realen Fall zuzu- 
ordnen sind, h~ngt yon dem r-Wer~ der be~reffenden Kugelreihe, 
also yon der absoluten Dimension des Teilehen ab. Je  nach- 
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dem, ob diese kleiner oder grSSer is t ,  werden, wie man leieht fiber- 
blickt, die Kurven bei Auf~ragung gegen v~ in der t~-l~iehtung dilatiert 
o d e r  komprimiert. Es hat  also niehts mit dem FormeinfluB zu tun,  
wenn in Abb. 2 die Kurven mit zunehmendem Streekungsgrad des 
1Vfolekfils immer mehr gegen die Ordinatenachse rfieken. Will man den 

IpO 

80 

6Q 

0 I Z J ~ 5 6 7 8 

Abb. 8. Formve~gleich der Streukurven fiir ge- 
radlinige Kugelreihen durch Abszissentrans- 

formation. 
t 

To\ 
2u % "-~ 

0 ! Z J ~ 5 6 7 

Abb. 9. Formvergleich der Streukurven fiir 
Doppelreihen aus ~, 6, 8 und 12 ~:ugeln. 

wahren FormeinfluI~ erkeimen, so muB man vielmehr eine solehe Abszissen- 
transformation an allen Kurven vornehmen, daI3 sit mi~einander m6g- 
lichst zur Deckung kommen. I n  Abb. 8 ist e ine  solche Transformation 
durehgefiihrt, indem die Kurven durch ent~spreehende Wahl des Abszissen- 

I00 

80 ~ !  

kt 

\ 
~Q 

0 / 2 3 ~ 6 
fx - 

Abb. 10. Formvergleich ftir Scheibchen 
aus 1, 7, 13 ur/d 19 ~'ugeln. 

~g 

T 

0 / 2 J r 5 6 ? 8 
Px - 

Abb. 11. Formvergleich for TeiIchen aus 
12 :Kugeln, und zwar: geradlinige l~eihe, u 

kreis, Halbkreis und Ring. 

maSstabes mit jenem Punkt  zur Deckung gebracht wurden, dessen 
Ordinate gleich ist der halben HShe des Maximums. Wir sehen, dab 
dennoch  betr/~ch$liche Formuntersehiede bestehen bleiben and daher 
entsprechende Unterscheidungen m6glich sind. 

Ein analoger ~0rmvergleich ist auch in anderen Fgllen vorgenommen 
worden (Abb. 9 bis 11). 
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S p a l t v e r s e h m i e r u n g .  

An den Streukurven ist noch eine wichtige Korrektur  im  tiinbliek 
auf eine Besonderheit der experimentellen Durehffihrung anzubringen. 
Aus Intensit~tsgrfinden ist es zweekm~Big, das Pr~parat  nicht mit  einem 
kreisfSrmigen Biindel yon RSntgenstr~hlen zu beleuehten,  sondern m i t  
einem in einer Ebene konvergenten Strahlenbiindel. Zu seiner Begrenzung 
verwendet man zwei sehmale parallel gestellte Spalte. Auf die Bedeutung 
einer solehen Anordnung fiir die Energieausbeute ist wiederholt hin- 

P 

~OCSA 

3 # ] Z.fo_3 /</'l l 
A <~1 1m'-3 

"-'0 P 

, ,, ~ ~ 
A 

Abb.  12. Zur Spal tverschmierung.  

gewiesen worden} 5 Die Abb. 12a 
stellt den Aufnahmefilm dar, das 
horizontale Band x y ist die Spur 
des Primgrstrahls. In  jedem Punkt  
desselben fgllt ein konvergentes 
Biindel yon RSntgenstrahlen auf, das 
auf Seinem Weg das streuende Prg- 
parat  durehsetzt hat. Fragen wit 
nun, in weleher Weise die lgngs der 
Spur auffallenden Strahlen dutch 
die beim Durchsetzen des Prgpa- 
ra~es erfolgte Beugung zu der Streu- 
intensitgt in einem beliebig heraus- 
gegriffenen Punkt,  z. B. P,  beitragen. 
Vor allem wird der senkreeht unter  
P, ngmlich bei A die Spur treffende 

Strahl nach P streuen; der Ablenkungswinkel ergibt sieh aus dem Ab- 
stand P A  = a und dem Abstand r des Prs veto Film, denn e~ 
gilt: a 

tg 2 ~0 ~ 2 v~o ~ - - .  
4 

Nun sei z .B .  t~ 0 ~ 10 -~, wie aus der normal zur Spur angebrachten 
Skala zu ersehen ist. Ferner werden ~ber auch alle anderen z. ]~. die, 
in B, C, D usw. eintreffenden Strahlen zu der in P zustande kommenden 
Intensit~t  beitr~gen. Die Ablenkungswinkel sind aber andere, sie ergeben 
sieh ~us den Abst~nden B P,  C P, D P usw. Wir h~tten mithin, um 
in unserem Beispiel die I n t e n s i ~ t  in P zu erhalten, in ga~nz best immter  
Weise fiber die Streukurve zu integrieren, und zwar yon t~ o -= 10 -3, 
entsprechend dem Minimalabstand A P, bis ~ ~ 3,10 -3, entspreehend 
dem Maximalabstand X P.  Nehmen wir an, es wfirde die Intensi ts  
sehon bei # = 2,10 -3 auf null abgesunken sein, dann h/~tte die Streeke E X  

zur Intensits  in P nichts mehr beigetragen, well schon der in ~ auf- 

15 O. K r a t k y ,  Z. Kris~allogr., Mineral., Pebrogr. Abt. A 76, 261 (1930); 
R.  Ho,qemann, Z. Physik 1. r ; ferner yon H.  S e e m a n n  in versehiedene~ Kon- 
struktionen verwirklicht. 
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treffende St rahl - t in ter  einem Winkel z$-~ 2,10 -a abgelenkt werden 
muB,  urn naeh P zu streuen; die entsprechenden Winkel der zwisehen 
E und X ankommenden Strahlen liegen dann zwisehen 2,10 -a und 3,10 -3, 
sind also nach unserer Annahme wirkungslos. Wir werden so unschwer 
zur Erkenutnis geffihrt, ~daB in einem mittleren Tefl des Intefferenz- 
brides entlang jeder parallel zur Prim~rstrahlspur verlaufenden Geraden 
die Intensi ta t  der abgebeugten Strahlung konstant  ist. Die Grenzen Q 

t / 

n P ,~ 

Abb. 13. Zur  Spa l tve rschmierung .  Die  ge- 
gebene K u r v e  d e n k t  ]nan sich u m  die x- 
Aehse m n  90 ~ aus  der  Zeichenebene her-  
au sged reh t  und  u m  die durch  O normal  zur  
Zeichenebene er r ichte te  Gerade in  Ro ta t i on  
verse tz t .  Fiill t  in O die S t rah lung  normal  zur 
Zeichenebene ein, so i s t  die In tens i t i t t  der  
S t reuung in i rgendeinem P u n k t  auBerhalb 0 
du tch  die HShe  des dar i iber] iegenden P m l k t e s  
dieses l~otat ionskSrpers  gegeben.  E i n  l~[aB 
fi i r  die Intensi t~i t  der  spa l~verschmier ten  
K u r v e  im  A b s t a n d  OP yon der  l~Iitte e rg ib t  
sich nun,  i n d e m  m a n  dutch  P e inen Schn i t t  
no rma l  zur  Papierebene  legt ,  dic Schni t t -  
k u r v e  i n  die Papierebene  m n l e g t  (AB) und 
die ~'l~iche ausmifl t .  Die  Durchf i ih rung  der  
K ons t r uk t i on  der  K u r v e  A B  i s t  aus  den  

eingezeichneten Hilfs l inien zu vers tehen .  

0 ~ r 2 3 ~ 5 6 ? 8 

Abb. 14. Spa l tverschmier te  S t r e u k u r v e n  f i i r  
~-e ia fache  Reihe,  ~-Doppel re ihe  und  :~-Spirale. 

und R dieses Bereiches sind in unse- 
rem Beispiel dadureh gegeben, daB 
der den Abst/~nden X Q und Y R ent- 
spreehende Streuwinkel v ~ ~ 2,10 -a 
betr~gt. 

Wir haben es vorgezogen, che fn- 
tegration nieht reehnerisch, sondern 
graphiseh durchzuffihren. Dazu dient 
uns die folgende Oberlegung. Es 
sind die Beitr~ge aller entlang der 
Spur des Prim&rstrahls auftreffenden 

80 

Strahlen zum Punkt  P zu effassen. Diese Mannigfaltigkeit der Wirkung 
is t offenbar ersetzbar durch die Streuung des in  A eintreffenden Strahls 
entlang der dutch P paral le lzum Prim~rstrahl verlaufenden Geraden Q R, 
wie der Vergleieh der Abb: 12b und e ansehaulieh maeht.  Dem Strahl 1 
in Abb. 12b entsprieh~ der Strahl 1' in Abb. 12'c, ebenso wird 2 in seiner 
Wirkung dutch 2' ersetzt usw. Wir  erkennen also, dab das konvergente 
Biindel in Abb. 12b in seiner Wirkung ersetzt werden kann durch das 
dlvergente Biindel in Abb. 12e. 

Die graphische Integrat ion li~Bt sich nun leiehter im AnsehluB an 
Abb. 12e durchfiihren. Denken wir uns am Film d ie  Intensit~t  durch 
eine normal zum Film aufgetragene Koordinate gegeben, so ist bei kreis- 
f6rmigem Strahl das Beugungsbild ein Rotationsk6rper, mit  dem Strahl 
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als Rotationsachse, der vom S~rahl ausgehend glookenf6rmig nach allen 
Seiten abf~llt. Um nun den Beitr~g des in A (Abb. 12 c)auftreffenden 
Strahles zur Streuung I/~ngs der Geraden Q R festzustel]en, brauohen 
wir den Rotationsk6rper nur durch eine parallel zum Strahl und dutch 

t e d # 7 8 

s  ----,,,- 

Abb. 15. Formvergleich fiir spaltverschmierte 
S t r euku rven ' von  geradUnigen Kugelreihen. 

100 

gO 

!6" 
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gO 
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\ 
/Z 

2 3 r f ~r 7 # 

Abb. 16. Formvergleich f i i r .spal tverschmierte  
Streukurven yon Doppelreihen aus 4, 6, 8 und 

12 Kugeln. 

die Gerade Q R verlaufende Ebene zu schneiden und die Flgche des 
Schnittes zu ermittelm Sie is~ eirt unmittelbares Ma$ fiir die gesuchte 
Intensit/~*. Abb. 13 zeigt, in welcher Weise die ErmiStlung gr~phisch 
durchgefiihrt werden kann. 

700 ~ '~rO0 , ] 

~o ~ 80 [ 
\\ 

~ .~ �9 

\ %  

d I ~ 3 ,~ 5 6" 7 0 f d 3 q 5 t" 7 g 
f x  ~ : x  ~ 

Abb. 17. Formvergleich fiir spaltver- Abb. ;18. Formvergleich fiir spaltverschmierte Streu- 
svhmierte Streukurven yon Scheibchen kurven yon Teilchen aus 12 Kugeln,  und  z w a r :  

a u s  1, 3, 7, 13,rind 19 Kugeln.  geradlinige l~eihe, u Halbkreis nnd Ring. 

Diese eingangs als ,,Spa!tverschmierung" bezeichnete Konstruktion 
is~ verh~ltnism~flig miihsam, weft fiir jede zu verschmierende: Kurve 
derartige Schnitte ffir zahlreiche AblenkungswinkeI geze~chnet und aus- 
gemessen werden miissen. Sie ist an allen Kurven durchgefiihrt ycorden. 
Abb. 14 br ingt  die Ergebnisse fiir die oo-einf~che l~eihe, oo-Doppelreihe 
und oo-Spirale. In  allen F~Lllen, w o  die m~ximale Ordinate  endl ioh ist, 
wurden die Kurven anschliel]end, wie i m  vorhergehenden Abschni*t 
beschrieben, durch Abszissentransf0rmation mit jenem Punkt  zur Deckung 



Abh~ngigkeit d. RSntgen-Kleinwinkelstreuung in verd. Systemen. 8~5 

Tabelle 9. Gerad l in ige  K u g e l r e i h e n .  
S paltverschmiert und bei J = 50 durch Abszissentransformatio n zur Deckung 

gebraeht. 

) [ , o,~ ~ 0,7 ~ o , s 2 5 ~  o,o~6 �9 . I i , l a  �9 1,,~r:~ I , ~ , i~  

98 0,325 0,324 0,27 0,197 0,141 0,10 0,06 
95 0,50 0,48 0,41 0,37 0,29 0,18 0,11 
90 0,71 0,68 0,597 0,56 0,50 0,33 0,22 
80 1,03 0,99 0,90 0,84 0,81 0,65 0,48 
70 1,28 1,24 1,19 1,09 ! 1,06 0,99 0,80 
60 1,50 1,47 1,45 1,40 1,38' 1,33 1,21 
50 1,75 1,75 1,75 1,75 1,75 1,75 1,75 
40 1,98 2,06 2,12 2,17 2,26 2,39 2,59 
30 2,25 2,47 2,51 2,70 2,90 3,37 3,65 
20 2,60 , 2,97 3,30 3,45 3,75 4,59 5,07 
10 3,02 3,72 4,32 4,42 5,10 6,12 7,67 
5 3,37 4,40 4,75 5,15 6,15 7,75 9,55 

Tabelle 10. D o p p e l r e i h e n  yon  Kugeln .  
Spa!tverschmiert land bei J = 50 durch Abszissentransformation zur Deekung 

gebracht. 

Zahl der 
Kugeln 4 6 8 12 

J 0,94x 0,1Ux 0,132x 0,157x 

98 
95 
90 
80 : 
70 
60 
50 
40 
30 
20 
10 
5 

0,30 
0,47 
0,67 
0,99 
1,26 
1,51 
1,75 
2,00 
2,35 
2,85 
4,17 
5,61 

0,30 
0,46 
0,66 
0,95 
1,20 
1,47 
1,75 
2,02 
2,37 
3,02 
4,35 
6,35 

0,27 0,22 
0,45 0,39 
0,66 0,60 
0,95 0,89 
1,22 1,17 
1,48 1,4fi 
1,7~ 1,75 
2,11 2,15 
2,62 2,73 
3,33 3,58 
4,72 5,04 
6,95 7i60 

Ordinate. gebracl~t, dessen Ordinate gleich ist der hatben maximalen 
Darstellung in den Abb. 15 bis 18 sowie den Tab. 9 bis 12. 

D i e  A u s w e r t u n g  d e r  i R 6 n t g e n d i a g r g m m e .  

Hat  man ein RSntgenkleinwinkeldiagramm eines verdiihnten kolloiden 
Systems mit spaltfSrmigen Blenden hergestellt, s o  ist 'es normal zur 
Spur des Prim~rstrahles, am besten in der Migte des Bildes durehzu- 
photometrieren, u n d  die Photometerkurve auf Intensiti~t umzuzeiehnen. 

s~Ionatshefte fiir Che-mie. Bd. 76/3--5. 23 
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Zum Unterschied yon der Photometerkurve wollen wir diese Umzeichnung 
als In t ens i~sku rv~  bezeichnen. 

Voraussetzung ffir alle Anwendbarkei~ der spaltverschmierten Kurve 
als der theore~ischen Grundlage ist nur, daB, wie sich ~us obigem ergibt, 
der AbsZand bis zu den Enden des Prim~rstrahles gro~ genug ist. Man 
kann dem RSntgendiagramm unmittelbar ansehen, ob die Bedingung 
erfiillt ist: der Bereich der photometrierten Geraden, in welchem eine 
merkliche Streuung vorhanden ist, muB kiirzer sein als die L~nge der 
Primgrstrahlspur. 

'zOO 

80 

q4 

20 

\ 

0,5 ~,o /.5./o - 2 
I,* o 

Abb, 19. $~reukurve einer :Edest~n-L{Jsung. Die eingezetchneten t'unkte stellen die experimenteIle 
~fesstmg dar, die Kurve ist theoretisch unter Annahme einer Kugelgestal~ berechnet. 

Die In~ensit~tskurve, wofiir die an einer EdestinlSsung gewonnene, 
in Abb. 19 dargestellte ein Beispiel geben m6ge, ~6 enth~lt als Abszisse 
einen z%MaBstab und als Ordinate wfllkfirliche Einheiten.,  Um nun 
mit den theoretischen spal~verschmier~en Kurven zu vergleichen, wird 
man an der Intensi t~skurve zwei Transformationen vornehmen: das 
Maximum der In~ensit~t bei z~ ~ 0 wird willkiirlich auf 100 gebracht 
und der Punkt  A mi~ der Ordinate 50 wird auf den gleichen Abszissenwert 
gebracht wie die ~entsprechenden Punkte A in den the0retischen Kurven 
der Abb. 15 bis 18. Betrachten wir zungchst den hier vorliegenden ein- 
fachsfen Fall, dab sich die Kurve dann mit der theoretisch fiir die Kugel 
berechneten (Abb. 15) deckt. 'Aus  einer Ubereins~immung der beiden 

16 D i e  l ~ e s s u n g  e n t s t a m r n t  e i n e r  n o c h  u n v e r 6 f f e n t l i c h t e n  U n ~ e r s u c h u n g  
g e m e i n s a m  m i t  A .  S e k o r a .  
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Tabelle 11. Sche ibchen  aus Kugeln .  
Spaltverschmier~ und bei J ~ 50 durch Abszissentransformation zur Deckung 

gebracht. 

Zahl der I ] 
Kugeln 1 i 7 13 19 

0,5x 1,116x 3,072x 3,685x 

98 
95 
90 
80 
70 
60 
50 
40 
30 
20 
10 
5 

0,325 
0,50 
0,71 
1,03 
1,28 
1,50 
1,75 
1,98 
2,25 
2,60 
3,02 
3,37 

0,35 
0,555 
0,745 
1,015 
1,27 
1,515 
1,75 
2,035 
2,405 
2,925 
3,875 
5,50 

0,29 
0,46 
0,65 
0,93 
1,20 
1,455 
1,75 
2,055 �9 
2,455 
3,13 
4,775 

i 6,65 

0,31 
0,495 
0,69 
0,975 
1,245 
1,50 
1,75 
2,06 
2,505 
3,165 
4,675 
6,575 

Tabelle 12. Reihe  aus 12 K u g e l n  v e r s c h i e d e n e r  Form.  
Spaltverschmiert und bei J ~ 50 durch Abszissentransformation zur DeckLmg 

gebracht. 

Reihe 
Form geradnnig Viertelkreis Halbkreis Ring 

J 1,4x 1,51x 1,59x 1,85x 

98 
95 
90 
80 
70 
60 
50 
40 
30 
20 
10 
5 

0,13 
0,20 
0,302 
0,54 
0,865 
1,26 
1,75 
2,30 
3,00 
4,10 
5,70 
7,10 

0,14 
0,255 
0,39 
0,605 
0,89 
1,27 
1,75 
2,35 
3,17 
4,325 
6,125 
7,65 

0,145 
0,24 
0,36 
0,575 
0,835 
1,225 
1,75 
2,45 
3,375 
4,675 
6,425 
8,05 

0,23 
0,40 
0,61 
0,915 
0,18 
1,445 
1,75 
2,175 
3,875 
4,81 
7,525 
8,635 

Formen folgt also die Kugelgestalt. Um such die Kugelgr6fle zu berechnen, 
brauchen wit nur festzustellen, welcher x-Wert der ~heore~ischen Kurve 
weIchem v%Wert der experimentellen Kurve entspricht. In  den Abb. 15 
bis 18 sind die Intensit~ten gegen / x aufge~ragen, wobei / jener aus den 
Tab. 9 bis 12 ersichtliche Faktor is~, mit welchem multipliziert werden 
mut]te, urn den Formvergleich vornehmen zu kSnnen. In  unserem Fall 
der Einzelkugel ist / --~ 0,5 (Tab. 9). Der Punkt  A hat nun m der theo- 

23* 
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retisehen Kurve  (Abb .  1 5 ) d e n  Abszissenwert / x ~ 1,75, also x : 3,5. 
Anderseits gehSrt in der experimentellen Intensi tatskurve (Abb. 19) 
zum Punkt  A halber maximaler HShe der Abszissenwert ~ ~ 0,47- 10 -8. 
Nun gilt : 

8~rv~ 8 ~ ~.0,47.10 -a  
x - -  ~ also 3,5 ~ 

Daraus erhalten wir: r : 45,6 •. Mit einer Diehte von d = 1,30 erh~lt 
man daraus in •bereinstimmung mit  den Angaben yon The Svedberg 1~ 

ein Molekulargewicht yon M ---- 311000. 
I m  allgemeinen wird nun die l~orm mit  der Kurve  f fir die K u g e l  

nieht fibereinstimmen und man hat dann nach Durehffihrung der an- 
gegebenen Transformation der experimentellen Kurve mit  allen anderen 
spaltverschmierten Kurven zu vergleiehen. Naeh Feststeilung der Form 
erfolgt die Bestimmung der GrSl~e stets in analoger Weise wie eben 
besehrieben. 

Die Abb. 15 bis 18 vermitteln einen unmittelbaren Eindruck yon der 
MSglichkeit, Unterseheidungen der Form vorzunehmen. Wir erkennen 
ohne weiteres, dai3 bei langgestreekten Teilehen das Achsenverh~ltnis 
ann~hernd angebbar ist, dal~ sich langgestreckte Stiibe yon B~ndern 
erheblieh unterscheiden u. a .  m. Anderseits sind die Unterschiede zwischen 
geraden und verkrfimmten Kugelreihen endlicher L~nge gering. Man 
sieht, dal~ die MSglichkeit, Differenzierungen der Form vorzunehmen, 
durchaus yon der Pr~zision der experimentellen Grundlagen abh~ngt. 
Da in dieser Hinsicht gegenfiber dem derzeitigen Stande wesentliche 
Fortsehritte mSglieh sind - -  und aueh den Gegenstand unserer Ben~fihung 
darstellen - - ,  scheint es uns zweekmiil~ig, heute auf eine eingehende 
Diskussion fiber die UnterscheidungsmSgliehkeiten der Form zu verzichten. 
Sie soll anl~l~lich der Mitteilung yon Versuchen, unter Berficksiehtigung 
des jewefligen Standes der Mel~genauigkeit, gefiihrt werden. 

H~ufig wird die Fragestellung dadurch vers und zwar erleiehtert, 
daI~ yon d e n  zu untersuchenden Teilehen bestimmte Gewichts- oder 
Formdaten vorliegen, z .B.  das Molekulargewieht bei Eiwefl~stoffen, 
die Form und Gr5l~e der Grundbauste ine 'bei  Fadenn~olekfilen usw. 
Dadurch kann oft die Leistungsf~higkeit der Kleinwinkelmethode hin- 
sichtlich der noch fehlenden GrSBen betri~chtlich erh5ht werden. 

Uber weitere bereits vorliegende experimentelle Ergebnisse wir4 in 
Kfirze berichtet. 

Zusammeniassung. 
1. Kurze Einfiihrung in den Stand der R5ntgen-Kleinwinkel-Forsehtmg 

und Diskussio~ der  bestehenden M5glichkeiten, mit  anderen Methoden 

17 The Svedberg und K,  O, Pedersen, Die U!trazentrifuge, S. 348. Dresden 
und Leipzig: Th. Steinkopff. 1940. 
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zu Aussagen besonders fiber die Form kleiner kolloider Teilchen zu 
gelangen. 

2. Berechnung der Kleinwinkelstreuung kolloider Teilchen in ver- 
diinnten Systemen (d. h. solchen, wo die Abst~nde der kolloiden Teilchen 
groi~ sind im Vergleich" zu ihren eigenen Dimensionen) auf Grundlage 
der Debyeschen Streutheorie des Molekiilgases. Es kSnnen auf dieser 
Grundlage in einfacher Weise die Streukurven fiir a]le aus Kugeln zu- 
sammengesetzten KSrper bestimmt werden. Im einzelnen wurde die 
Rechnung ffir folgende K6rper durchgeffihrt: 

a) Kugelreihen aus 2, 3, 4, 6, 10, 12 und oo-vielen Kugeln a.ls Ersatz 
fiir ]anggestreckte Teflchen. 

b) Doppe]kugelreihen aus 4, 6, 8, 12 und oo-vielen Kugeln als Ersatz 
~fir langgestreckte bandfSrmige Teflchen. 

c) Scheibchen aus 7, 13 und 19 Kugeln. 
d) Reihen aus 12 Kugeln in Form eines Halbkreises, Viertelkreises 

und Ringes, als Ersatz fiir verkriimmte Teilchen. 
e) oo-lange Spirale, ebenfalls als Ersatz fiir verwundene, sehr lang- 

gestreckte Teilchen. 
3. Die Anwendung spaltf6rmiger Blenden bedingt bestimmte Ver' 

s der Streukurven, die auf graphischem Wege ermittelt werden. 
Zum Vergleich der Formen ist eine Transformation der Kurven in der 
Abszissenrichtung erforderlich, die a n  den ,,Grundkurven" sowie den 
,,spaltverschmierten" Kurven durchgefiihrt wird. Das  Material wird 
in l%rm y o n  Tabellen und Kurven niedergeleg~. 

4. Das Vorgehen bei der Auswertung der RSntgendi~gramme wird 
an Hand der Streukurve des Edestins kurz besprochen. 

Die mfihsame Durchrechnung wurde mir zum grSl~ten Teil yon Frau 
Dr. A, Selcora und tterrn J. Vitelc abgenommen, denen ich ffir diese Hflfe 
bestens danke. 

Mein Dank gilt a uch I-Ierrn Dr. Biicher ffir die ffeundliche l~ber-  
lassung des Edestinpr~parates. 


